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Âëàäèìèð Áàðçîâ

Àáñòðàêò

Â íàñòîÿùèÿ ñïèñúê ñà ñúáðàíè îëèìïèéñêè òèï çàäà÷è, ðåøàâàùè ñå ñ ïîìîùòà íà

âåêòîðè, ìàòðèöè è äåòåðìèíàíòè. Íÿêîè îò ôîðìóëèðîâêèòå ñà ñìåíåíè. Ïîä íÿêîè çàäà÷è

ñà äàäåíè êîìåíòàðè.

Ïîëçâàíè òâúðäåíèÿ

1. Àêî ñà äàäåíè n+ 1 íà áðîé n-ìåðíè âåêòîðà, òî òå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè.

2. Åäíà äåòåðìèíàíòà å 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âåêòîðèòå ðåäîâå ñà ëèíåéíî çàâèñè-

ìè. Ñúùîòî âàæè è çà ñòúëáîâåòå.

3. Ñëåäíîòî òâúðäåíèå ùå ãî îòäåëèì â ëåìà:

Ëåìà. Çà âñÿêî íå÷åòíî n, àêî åäíà ìàòðèöà A = (aij)n×n ∈ Fn×n óäîâëåòâîðÿâà aij + aji = 0
çà ∀i, j è èìà íóëè ïî ãëàâíèÿ ñè äèàãîíàë, å èçïúëíåíî detA = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî

detA =
∑

a1i1a2i2 · · · anin

ïî âñè÷êè ïåðìóòàöèè {i1, i2, . . . , in} íà {1, 2, . . . , n} áåç íåïîäâèæíà òî÷êà, òî ìîæåì äà ãè

ãðóïèðàìå ïî äâîéêè ñèìåòðè÷íè îòíîñíî äèàãîíàëà, òàêà ÷å ñóìàòà âúâ âñÿêà äâîéêà äà å 0.

Äåéñòâèòåëíî

a1i1a2i2 · · · anin + ai11ai22 · · · ainn = (1 + (−1)n)a1i1a2i2 · · · anin = 0.

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà. □

Êîìåíòàð. Òàêàâà ìàòðèöà ñå íàðè÷à êîñîñèìåòðè÷íà. Ïðè ÷åòíî n òâúðäåíèåòî íå âèíàãè

å âÿðíî - àêî âçåìåì ìàòðèöà A = (aij)n×n íàä Rn×n, çà êîÿòî aij = 1 ïðè i > j, −1 ïðè i < j è
0 ïðè i = j, òî äåòåðìèíàíòàòà é å ñóìà íà òîëêîâà íà áðîé ÷èñëà ±1, êîëêîòî ñà ïåðìóòàöèèòå
áåç íåïîäâèæíà òî÷êà. Îò òåîðåìà íà Îéëåð çà ïîùàëüîíèòå ñå âèæäà, ÷å òå ñà íå÷åòåí áðîé

çà âñÿêî ÷åòíî n è çíà÷è detA å íå÷åòíî öÿëî ÷èñëî, ò.å. å ðàçëè÷íà îò 0.

Çàäà÷à 1 (Âñåñúþçíà îëèìïèàäà, 1972). Â êðàÿ íà õîêååí òóðíèð (â åäèí êðúã) ñå îêà-

çàëî, ÷å êîèòî è îòáîðè äà âçåìåì, ìîæåì äà íàìåðèì îòáîð (ìîæå áè èçìåæäó òÿõ), êîéòî å

ñúáðàë íå÷åòåí áðîé òî÷êè ñ òÿõ (0 - çàãóáà, 1 - ðàâåí, 2 - ïîáåäà). Äà ñå äîêàæå, ÷å â òóðíèðà

ó÷àñòâàò ÷åòåí áðîé îòáîðè.



Ðåøåíèå. Àêî îòáîðèòå ñà n äà ïîñòðîèì ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò A = (aij)n×n íàä F = Z2

(îñòàòúöè ïî ìîäóë 2), òàêàâà ÷å aij = 1 òî÷íî ïðè ðàâåí ìà÷ ìåæäó îòáîðèòå i è j (ïî äèàãî-
íàëà èìà íóëè). Óñëîâèåòî êàçâà, ÷å êàêúâòî è âåêòîð îò Fn äà âçåìåì ìîæåì äà ãî óìíîæèì

ñêàëàðíî ñ íÿêîé ðåä îò ìàòðèöàòà è äà ïîëó÷èì 1. Çàùî? - áóëåâèÿò âåêòîð ïðåäñòàâëÿâà ãðó-

ïàòà îòáîðè, à ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ íÿêîé ðåä íà ìàòðèöàòà äàâà áðîÿò íà òî÷êèòå

(ïî ìîäóë 2), êîèòî îòáîðúò �ðåä� å ñúáðàë èãðàåéêè ñ ãðóïàòà îòáîðè îò âåêòîðà. Ïî óñëîâèå

èìà òàêúâ, êîéòî å ñúáðàë íå÷åòåí áðîé òî÷êè ñ òÿõ. Îòòóê çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð x ∈ Fn

èìàìå ðåä ñ íîìåð k, çà êîéòî

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 1,

ò.å. âåêòîðúò Ax å íåíóëåâ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å detA ̸= 0, èíà÷å áè èìàëî íåíóëåâ âåêòîð x îò

Fn, çà êîéòî Ax = 0. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å ïðè íå÷åòíî n å èçïúëíåíî detA = 0, êîåòî ïúê
ñëåäâà äèðåêòíî îò ëåìàòà, ïîíåæå çà A èìàìå aij = aji = −aij . □

Êîìåíòàð. Ïðèìåð ÷å çà ÷åòíî n ñúùåñòâóâà òóðíèð: Âñåêè ìà÷ å çàâúðøèë íàðàâíî. Äåéñ-

òâèòåëíî, àêî âçåìåì ãðóïà îò ÷åòåí áðîé îòáîðè, âñåêè îò òÿõ å íàïðàâèë íå÷åòåí áðîé òî÷êè

ñ îñòàíàëèòå. Àêî ãðóïàòà å îò íå÷åòåí áðîé îòáîðè, òîãàâà íÿêîé èçâúí íåÿ (îòíîâî òàêúâ

èìà) å íàïðàâèë íå÷åòåí áðîé òî÷êè îò òÿõ.

Çàäà÷à 2 (Âñåðóñèéñêà îëèìïèàäà, 2001). Íÿêîëêî ó÷åíèêà ïîïúëíèëè òåñò îò n âúïðîñà
- íÿêîè âÿðíî, äðóãè íå. Êàòî ïîñòàâèì îöåíêè åñòåñòâåíè ÷èñëà íà âñåêè îò âúïðîñèòå, çà âñåêè

ó÷åíèê ìîæåì ïî âåðíèòå ìó îòãîâîðè äà îïðåäåëèì êîëêî òî÷êè îáùî èìà. Àêî å èçâåñòíî,

÷å ìîæåì äà ïîëó÷èì âñÿêàêâî ñòðîãî êëàñèðàíå ïîäáèðàéêè îöåíêèòå, òî êîëêî ñà íàé-ìíîãî

ó÷åíèöèòå?

Ðåøåíèå. Àêî èìàìå n ó÷åíèêà è i-òèÿò å ðåøèë ñàìî i-òà çàäà÷à, òî ÿâíî ìîæåì äà ãè

ïîäðåäèì ïðîèçâîëíî.

Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å ó÷åíèöèòå ñà íà áðîé k > n. Ñúïîñòàâÿìå íà âñåêè ó÷åíèê âåêòîð

ai îò 0 è 1 ñ äúëæèíà n, òàêúâ ÷å íà i-òà ïîçèöèÿ èìà 1 òî÷íî êîãàòî ó÷åíèêúò å ðåøèë

i-òàòà çàäà÷à. Òúé êàòî âåêòîðèòå ñà ïîâå÷å îò ðàçìåðíîñòòà ñè ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ÷èñëà

λ1, λ2, . . . , λk (íå âñè÷êèòå 0), òàêà ÷å ∑
i

λiai = 0.

ßâíî íÿìà ó÷åíèê, êîéòî íå å ðåøèë íèòî åäíà çàäà÷à, èíà÷å íå áèõìå ìîãëè äà ãî êëàñèðàìå

ïðúâ (k > 1). Òîãàâà àêî λi > 0 çà íÿêîå i, òî èìà j, çà êîåòî λj < 0. Àíàëîãè÷íî îáðàòíîòî.

Ïîäðåæäàìå

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm > 0 ≥ λm+1 ≥ · · · ≥ λk

áåç îãðàíè÷åíèå. Íåêà ïàê áåç îñîáåíè ïðèòåñíåíèÿ ñ÷èòàìå∑
i≤m

λi ≥
∑
i>m

(−λi).

Òîãàâà âçåìàìå òàêèâà îöåíêè p = {p1, p2, . . . , pn}, çà êîèòî êëàñèðàíåòî ïî òî÷êè å A1 > A2 >
· · · > Ak - ñïîðåä óñëîâèåòî ìîæåì äà ãî íàïðàâèì. Îò åäíà ñòðàíà p

∑
i(λiai) = 0, íî îò äðóãà

- òîçè èçðàç å: ∑
i

(λipai) =
∑
i

(λiAi) ≥
∑
i≤m

(λiAm) +
∑
i>m

(λiAm+1)

≥
∑
i≤m

(λiAm)−
∑
i≤m

(λiAm+1) = (Am −Am+1)
∑
i≤m

λi > 0,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Îêîí÷àòåëíî - ó÷åíèöèòå ñà íàé-ìíîãî n. □
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Çàäà÷à 3 (Ìîíãîëñêà Îëèìïèàäà, 2001). Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà òàáëèöèòå 2n × 2n ñúñ

ñâîéñòâîòî: ÷àñò îò êâàäðàò÷åòàòà ñà ìàðêèðàíè, òàêà ÷å âñÿêî êâàäðàò÷å èìà ÷åòåí áðîé

ñúñåäíè (ïî ñòðàíà) ìàðêèðàíè.

Ðåøåíèå. Ñ íóëè ùå îòáåëÿçâàìå ïðàçíèòå êâàäðàò÷åòà, à ñ åäèíèöè - ìàðêèðàíèòå. Ðàç-

ãëåæäàìå ðåäîâåòå êàòî n-ìåðíè âåêòîðè íàä F = Z2 - ñúîòâåòíî a1,a2, . . . ,a2n. Àêî äåôè-

íèðàìå íóëåâ ðåä, çàïúëíåí ñàìî ñ íóëè (a0 = 0), òî óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ñå èçðàçÿâà ÷ðåç

ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò

ak+1 = ak−1 +Bak, k = 1, 2, . . . , 2n− 1,

êúäåòî B å ìàòðèöàòà (bij)2n×2n, òàêàâà ÷å bij = 1 òî÷íî ïðè |i − j| = 1. Òàêà óñëîâèåòî

âñÿêî êâàäðàò÷å äà èìà ÷åòåí áðîé ñúñåäè å èçïúëíåíî çà ðåäîâåòå 1, 2, . . . , 2n − 1, ïîëó÷åíè
åäíîçíà÷íî îò ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò. Çàùî òÿ å òî÷íî òàêàâà - çà äà áúäàò ÷èñëàòà îò ðåä

k çàãðàäåíè ñ ÷åòåí áðîé åäèíèöè, òðÿáâà â F äà å èçïúëíåíî èìåííî

ak+1 + ak−1 +Bak = 0,

ò.å. ãîðíàòà âðúçêà. Îñòàâà äà ïðîâåðèì, äàëè âñåêè ïúðâè ðåä ãåíåðèðà òàáëèöà, óäîâëåòâî-

ðÿâàùà è ïîñëåäíèÿ 2n-òè ðåä. Çà öåëòà ùå ïîêàæåì, ÷å ìàòðèöàòà C, òàêàâà ÷å a2n = Ca1, å
ñ åäèíèöè ïî âòîðè÷íèÿ äèàãîíàë è çíà÷è a2n å öåíòðàëíî ñèìåòðè÷åí íà a1 (ìàòðèöàòà C ñå

ïîëó÷àâà îò ðåêóðåíòíàòà âðúçêà). Ïîñëåäíîòî å äîñòàòú÷íî äà å èçïúëíåíî ñàìî çà åäèíè÷-

íèòå âåêòîðè, à òàì íåùàòà ñà ÿñíè - ïðîâåðÿâà ñå íà êàðòèíêà. Îêîí÷àòåëíî âñåêè ïúðâè ðåä

ïîðàæäà åäèíñòâåíà òàêàâà òàáëèöà è òúðñåíèÿò áðîé å 22n. □

Çàäà÷à 4 (Áåëàðóñêà îëèìïèàäà, 1999). Ñúùåñòâóâà ëè â n-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî (n å

íå÷åòíî) èçîáðàæåíèå f , òàêà ÷å çà âñåêè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè A è B îòñå÷êàòà AB å ïåðïåí-

äèêóëÿðíà íà îòñå÷êàòà f(A)f(B)?

Ðåøåíèå. Àêî t å òðàíñëàöèÿ, à f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, òî ÿâíî tf ñúùî

èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Çàòîâà ùå ñ÷èòàìå, ÷å f èìà íåïîäâèæíà òî÷êà O. Âìåñòî

f(X) = Y çà òî÷êè X,Y ùå ïèøåì f(x) = y, êúäåòî x, y ñà âåêòîðèòå
−−→
OX è

−−→
OY . Íóëåâèÿò

âåêòîð
−−→
OO ùå áåëåæèì ñ 0. Äà çàáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà å åêâèâàëåíòíî ñ:

(i) çà âñåêè äâà âåêòîðà x, y å èçïúëíåíî

(x− y)(f(x)− f(y)) = 0

(ïîíåæå XY ⊥ f(X)f(Y ));

(ii) f å èíåêöèÿ, ïîíåæå ïðàùà ðàçëè÷íèòå òî÷êè â ðàçëè÷íè; â ÷àñòíîñò f(x) ̸= 0 ïðè x ̸= 0.

Ïîëàãàìå y = 0 â (i) è ïîëó÷àâàìå xf(x) = 0 çà ∀x. Îòòàì ïàê â (i) èìàìå

xf(y) + yf(x) = 0. (*)

Íåêà a, b ñà ïðîèçâîëíè âåêòîðè, ÷èÿòî ñóìà çàìåñòâàìå êàòî y â (*). Òîãàâà

xf(a+ b) = (a+ b)f(x) = af(x) + bf(x) = xf(a) + xf(b)

⇒ x(f(a+ b)− f(a)− f(b)) = 0.

Ïîëàãàéêè x = f(a+ b)− f(a)− f(b) ñòèãàìå äî èçâîäà

(f(a+ b)− f(a)− f(b))2 = 0 ⇒ f(a+ b) = f(a) + f(b). (1)
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Îòíîâî - íåêà a å ïðîèçâîëåí âåêòîð, à λ ∈ R. Ïîëàãàìå â (*) y = λa. Ïîñëåäîâàòåëíî èìàìå:

xf(λa) = λaf(x) = λxf(a) ⇒ x(f(λa)− λf(a)) = 0.

Àêî x = f(λa)− λf(a), òî

(f(λa)− λf(a))2 = 0 ⇒ f(λa) = λf(a). (2)

Îò íàáëþäåíèÿ (1) è (2) ñëåäâà, ÷å f å ëèíååí îïåðàòîð ⇒ f(x) = Ax çà âñåêè âåêòîð x, êúäåòî
A å ìàòðèöà n× n - ìàòðèöàòà íà îïåðàòîðà â áàçèñà îò åäèíè÷íèòå âåêòîðè ei. Îò (i) èìàìå
ei(Aei) = 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïî ãëàâíèÿ ñè äèàãîíàë A èìà ñàìî 0. Àêî A = (aij), òî îò

(ei + ej)A(ei + ej) = 0

ñëåäâà, ÷å aij = −aji çà âñåêè i, j. Äåéñòâèòåëíî, ïîíåæå i-òèÿ ðåä íà A(ei+ej) å ñúîòâåòíî aij ,
à j-òèÿ å aji, òî

0 = (ei + ej)A(ei + ej) = aij + aji.

Òàêà A å êîñîñèìåòðè÷íà, è ñïîðåä ëåìàòà ïðè íå÷åòíî n å èçïúëíåíî detA = 0. Òîãàâà ∃x ̸= 0:

Ax = 0 = A0,

ò.å. f(x) = f(0), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ èíåêòèâíîñòòà íà f . □

Êîìåíòàð. Ïðè ÷åòíî n ñëåäíàòà ìàòðèöà âúðøè ðàáîòà:

A = (aij) : a12 = a34 = · · · = 1, a21 = a43 = · · · = −1,

îñòàíàëèòå aij ñà 0. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òÿ èçïúëíÿâà (i) è (ii). Òîãàâà f ïðåäñòàâëÿâà ïðîñòî

ðîòàöèÿ íà 90 ãðàäóñà ïî ðàâíèíèòå íà ïúðâàòà äâîéêà êîìïîíåíòè, âòîðàòà äâîéêà êîìïîíåíòè

è ò.í. Çàäà÷àòà å íàé-ñìèñëåíà çà ðàâíèíàòà è ïðîñòðàíñòâîòî (êàêòî ìåæäóâïðî÷åì ãëàñè è

îðèãèíàëíàòà ôîðìóëèðîâêà).

Çàäà÷à 5 (Ðóìúíñêà îëèìïèàäà, 1990). Íà ñúáðàíèå ó÷àñòâàëè n ÷îâåêà, âñåêè îò êîèòî

ïîçíàâà òî÷íî k îò ïðèñúñòâàùèòå. Àêî âñåêè äâàìà ïîçíàòè èìàò òî÷íî l îáùè ïîçíàòè, à

âñåêè äâàìà íåïîçíàòè èìàò òî÷íî m îáùè ïîçíàòè, äà ñå äîêàæå ðàâåíñòâîòî

m(n− k)− k(k − l) + k −m = 0.

Ðåøåíèå. Íåêà âåêòîðèòå íà ïîçíàíñòâàòà ñà a1, a2, . . . , an (íèêîé íå ïîçíàâà ñåáå ñè). Îò

åäíà ñòðàíà èçðàçúò

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 = nk2,

çàùîòî èçðàçúò â ñêîáèòå å âåêòîðúò (k, k, . . . , k). Íî àêî ãî ðàçïèøåì ùå ïîëó÷èì

nk2 = a21 + · · ·+ a2n + 2Ll + 2Mm,

êúäåòî L å áðîÿò íà äâîéêèòå ïîçíàòè, à M íà äâîéêèòå íåïîçíàòè. Äåéñòâèòåëíî, àêî p, q ñà
ïîçíàòè, òî pq = l, à â ïðîòèâåí ñëó÷àé pq = m. Íî 2L = nk, ïîíåæå âñåêè èìà k ïîçíàòè, à

2M = n(n− 1)− 2L. Òîãàâà

nk2 = nk + nkl +m(n(n− 1)− nk),

k2 − k = kl +m(n− 1)−mk,

m(n− k)− k(k − l) + k −m = 0.

□
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Êîìåíòàð. Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è êàòî ñå ïðåáðîÿò âñè÷êè òðîéêè îò õîðà è áðîÿò íà

ïîçíàíñòâàòà âúâ âñÿêà îò òÿõ.

Çàäà÷à 6 (Ðåïóáëèêàíñêà îëèìïèàäà, 2000). Íåêà A å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè

îò íóëè è åäèíèöè ñ äúëæèíà n è 0 ∈ A å ðåäèöàòà îò íóëåâè ÷ëåíîâå. Ïîä ñóìà íà äâå ðåäèöè

a = a1, a2, . . . , an è b = b1, b2, . . . , bn ðàçáèðàìå ðåäèöàòà c = c1, c2, . . . , cn, çà êîÿòî ci = 0 àêî

ai = bi, è ci = 1 àêî ai ̸= bi. Íåêà f : A → A å ôóíêöèÿ çà êîÿòî f(0) = 0 è àêî ðåäèöèòå a è

b ñå ðàçëè÷àâàò òî÷íî â k ÷ëåíà, òî ðåäèöèòå f(a) è f(b) ñå ðàçëè÷àâàò ñúùî â k ÷ëåíà. Äà ñå

äîêàæå, ÷å àêî a, b, è c ñà ðåäèöè îò A, çà êîèòî a+ b+ c = 0, òî f(a) + f(b) + f(c) = 0.

Ðåøåíèå. Ùå ðàçãëåæäàìå ðåäèöèòå êàòî n-ìåðíè âåêòîðè íàä ïîëåòî F = Z2. Íåêà ab äà
îçíà÷àâà áðîÿ íà îáùèòå åäèíèöè íà a è b. Òîãàâà x2 ïðåäñòàâëÿâà áðîÿò íà åäèíèöèòå â x.
Ùå îòáåëåæèì, ÷å a è b ñå îòëè÷àâàò â òîëêîâà ïîçèöèè, êîëêîòî åäèíèöè èìà a+ b, îòêúäåòî

(a+ b)2 = (f(a) + f(b))2;

â ÷àñòíîñò ïðè a = 0 èìàìå a2 = f(a)2. Áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå ïîçèöèè íà a è b å êîëêîòî ñà

ïîçèöèèòå êúäåòî a èìà 1, à b èìà 0 (îáùî a2−ab) ïëþñ ïîçèöèèòå êúäåòî a èìà 0, à b ñúîòâåòíî
1 (îáùî b2 − ab). Òîãàâà

(a+ b)2 = a2 + b2 − 2ab.

Ñëåäîâàòåëíî

a2 + b2 − 2ab = (a+ b)2 = (f(a) + f(b))2 = f(a)2 + f(b)2 − 2f(a)f(b),

îòêúäåòî çàðàäè a2 = f(a)2 è b2 = f(b)2 ïîëó÷àâàìå

ab = f(a)f(b). (*)

Íåêà ñåãà ei ñà åäèíè÷íèòå âåêòîðè. Îò

f(ei)f(ej) = eiej = 1 ïðè i = j è 0 ïðè i ̸= j

ñëåäâà, ÷å f(ei) ñà ñúùî åäèíè÷íè è ïðèòîâà äâà ïî äâà ðàçëè÷íè âåêòîðà, ò.å. îáðàçóâàò

ïåðìóòàöèÿ íà (e1, e2, . . . , en). Òîãàâà ∃A - ìàòðèöà íàä F , òàêàâà ÷å f(ei) = Aei çà i = 1, 2, . . . , n.

Íåêà ñåãà a å ïðîèçâîëåí âåêòîð è

f(a) = λ1f(e1) + λ2f(e2) + · · ·+ λnf(en), a = µ1e1 + µ2e2 + · · ·+ µnen,

êúäåòî λi, µi ∈ F . Òîãàâà îò (*)

λi = f(ei)f(a) = eia = µi çà i = 1, 2, . . . , n,

ñëåäîâàòåëíî f(a) = Aa. Îòòóê ïðè a+ b+ c = 0 èìàìå

f(a) + f(b) + f(c) = Aa+Ab+Ac = A(a+ b+ c) = A0 = 0

è å ãîòîâî. □

Êîìåíòàð. Âñÿêà ìàòðèöà ïåðìóòèðàùà åäèíè÷íèòå âåêòîðè âúðøè ðàáîòà, îòêúäåòî áðîÿò

íà ôóíêöèèòå îò ãîðíèÿ âèä å òî÷íî n!.

Çàäà÷à 7 (ñîáñòâåíà, 2001). Îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà öèëèíäúð ñ îáèêîëêà p - ïðîñòî

> 2 - è âèñî÷èíà k - åñòåñòâåíî ÷èñëî å ðàçãðàôåíà íà åäèíè÷íè êâàäðàò÷åòà, âúâ âñÿêî îò

êîèòî å çàïèñàíî ðåàëíî ÷èñëî. Çà âñÿêî êâàäðàò÷å ñóìàòà îò ÷èñëàòà, çàïèñàíè â ñúñåäíèòå

ìó êâàäðàò÷åòà, å 0 è ïðèòîâà ïîíå åäíî îò âñè÷êèòå ÷èñëà íå å 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å k ≥ p− 1.
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Ðåøåíèå. Äà èçáåðåì åäíà êîëîíêà è äà ñ÷èòàìå ðåäîâåòå êàòî p-ìåðíè âåêòîðè ñ ïúðâà

êîîðäèíàòà â êîëîíêàòà. Äà íîìåðèðàìå âåêòîðèòå a1, a2, . . . , ak è äà äîáàâèì èçêóñòâåíî a0 =
0. Íåêà A = (uij)p×p: uij = 1 ïðè i = j − 1 è ïðè {i, j} = {1, n} è uij = 0 â îñòàíàëèòå ñëó÷àè;

èíà÷å êàçàíî - A å ñ åäèíèöè ïî 2-ðèÿ îáîáùåí äèàãîíàë. Ïðîâåðÿâà ñå, ÷å Am å ìàòðèöà ñ

åäèíèöè ïî m+ 1-òèÿ îáîáùåí äèàãîíàë. Òîãàâà Ap = E (åäèíè÷íà ìàòðèöà), ò.å. Ap−1 = A−1.

Äà çàáåëåæèì, ÷å âåêòîðèòå ai èçïúëíÿâàò

ai−1 + ai+1 = (A+A−1)ai çà i = 1, 2, . . . , k − 1.

Òîãàâà

ai+1 −Aai = A−1(ai −Aai−1).

ßâíî a1 ̸= 0, èíà÷å áèõìå èìàëè a1 = a2 = · · · = ak = 0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî. Àêî

âçåìåì âåêòîð ak+1, ïîëó÷åí îò ñúùàòà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà, òîé òðÿáâà äà å òî÷íî 0 - òîâà å

óñëîâèåòî âñÿêà ñúñåäíà êëåòêà íà íàé-äîëíèÿ ðåä äà å îáêðúæåíà îò ÷èñëà ñúñ ñóìà 0. Èìàìå

ai+1 −Aai = A−1(ai −Aai−1) = A−ia1.

Îòòóê ïî èíäóêöèÿ

ai = (Ai−1 +Ai−3 + · · ·+A−i+3 +A−i+1)a1.

Ñëåäîâàòåëíî àêî

B = (Ak +Ak−2 + · · ·+A−k+2 +A−k),

òî îò ak+1 = 0 ñëåäâà Ba1 = 0. Íî îò 0 = A(Ba1) = (AB)a1 ñëåäâà (AB+B)a1 = 0. Ïîñëåäíîòî
å ðàâíî íà

(Ak+1 +Ak + · · ·+A−k+1 +A−k)a1,

ò.å.

A−k(A0 +A1 + · · ·+A2k+1)a1 = 0,

çíà÷è

(A0 +A1 + · · ·+A2k+1)a1 = Ta1 = 0.

Àêî ïðåäïîëîæèì k < p − 1 èìàìå (2(k + 1), p) = 1 è çíà÷è èìà òàêèâà åñòåñòâåíè m è r, çà
êîåòî m(2k + 2)− rp = 1. Èìàìå

0 = (E +A2k+2 + · · ·+A(m−1)(2k+2))Ta1 = rpDa1 + Ea1 = 0,

êúäåòî D å ìàòðèöà ñàìî ñ åäèíèöè. Íåêà a1 = {x1, x2, . . . , xp}. Òîãàâà

rp(x1 + x2 + · · ·+ xp) + xi = 0

è ñëåäîâàòåëíî x1 = x2 = · · · = xp = x, îòêúäåòî (rp2 + 1)x = 0. Îêîí÷àòåëíî x = 0 ⇒ a1 = 0,
êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî k ≥ p− 1. □

Çàäà÷à 8 (ñîáñòâåíà, 2001). Îêîëî ìàñà ñà ñåäíàëè 2n+1 ÷îâåêà, âñåêè îò êîèòî ñå ïîãàæäà
åäèíñòâåíî ñúñ ñúñåäèòå ñè. Ïðåç 15 ìèíóòè âñåêè äâàìà, êîèòî ñà èìàëè íå÷åòåí áðîé îáùè

ïðèÿòåëè ñè ïðîìåíÿò îòíîøåíèÿòà - èëè ñå ñêàðâàò, èëè ñå ñäîáðÿâàò. Äà ñå ïîêàæå, ÷å ñëåä

èçâåñòíî âðåìå âñè÷êè ùå ñà ñêàðàíè.
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Ðåøåíèå. Íåêà m = 2n +1 à B = (bij)m×m íàä F2 å ìàòðèöà, òàêàâà ÷å bij = 1 àêî |i− j| = 1
è bij = 0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Òîãàâà ìàòðèöàòà, îïèñâàùà ïðèÿòåëñêèòå îòíîøåíèÿ íà ìàñàòà å

A = B +B−1.

Ùå ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà ìàòðèöè, èçðàçÿâàùè ïðèÿòåëñòâàòà å

Ak+1 = A2
k +Ak, A0 = A.

×èñëàòà ïî äèàãîíàëèòå èì ñà åäíàêâè çà âñÿêà ìàòðèöà - ùå äîêàæåì è äâåòå òâúðäåíèÿ ïî

èíäóêöèÿ.

Íåêà â äàäåí ìîìåíò âåêòîðèòå íà i è j-òè ÷îâåê (i ̸= j) ñà p = {p1, p2, . . . , pm} è q =
{q1, q2, . . . , qm}. Èìàìå qj = pi îò èíäóêöèÿòà è ñúùî òàêà qi = pj , ïîíåæå îòíîøåíèÿòà íà

i è j ñà âçàèìíè. Òîãàâà piqi + pjqj ∼ 0 è çíà÷è ñêàëàðúò pq ïðåäñòàâëÿâà òî÷íî áðîÿò íà

îáùèòå ïîçíàòè íà i è j. Íî â ìàòðèöàòà Ak i-òèÿò ðåä è ñòúëá ñà åäíàêâè, ò.å. pq ñòîè íà ij-òî
è íà ji-òî ìåñòà â ìàòðèöàòà A2

k. Îñâåí òîâà p2 = q2, ïîíåæå áðîÿò íà ïîçíàòèòå íà i è j å

åäíàêúâ ïîðàäè ñèìåòðèÿ. Òîãàâà ÷èñëàòà ïî äèàãîíàëà íà A2
k ñà åäíàêâè. Ñúáèðàéêè ñ Ak ùå

ïîëó÷èì ìàòðèöàòà Ak+1 ñúùî ñ ðàâíè ÷èñëà ïî äèàãîíàëà è ïðèòîâà èçðàçÿâàùà ñëåäâàùàòà

ñèòóàöèÿ óñëîâèåòî - ïðè pq = 1 i-òèÿ è j-òèÿ ñè ñìåíÿò îòíîøåíèÿòà. Ïî èíäóêöèÿ ñå ïîêàçâà,
÷å

Ak ∼
k∑

i=0

Ci
kA

2i .

Ò.å.

A2n ∼ A2n +A ∼ B2n +B−2n +B +B−1 ∼ B−1 +B +B +B−1 ∼ 0,

êîåòî è ñå èñêàøå. □

Çàäà÷à 9 (íåèçâåñòåí èçòî÷íèê, 2001). Âñÿêà îò m-òå êîìèñèè ïîñòàâÿ íà âñåêè îò n-òå
ñúñòåçàòåëÿ îöåíêà 2, 3 èëè 4. Çà âñÿêà äâîéêà ñúñòåçàòåëè ùå ñå íàìåðè åäèíñòâåíà êîìèñèÿ,

êîÿòî íà åäèíèÿ îò äâàìàòà å ïîñòàâèëà 2, à íà äðóãèÿ 4. Äà ñå äîêàæå, ÷å m ≥ n− 1.

Ðåøåíèå. Íåêà íîìåðèðàìå ñúñòåçàòåëèòå è êîìèñèèòå è íà i-òèÿ ñúñòåçàòåë äà ïîñòàâèì

áóëåâè m+ 1-ìåðíè âåêòîðè ai è bi, îòãîâàðÿùè ñúîòâåòíî íà òåçè êîìèñèè, îò êîèòî ñúñòåçà-

òåëÿò å ïîëó÷èë 2 è 4, êàòî íàêðàÿ ïðèáàâèì m+ 1-âà êîìïîíåíòà �1� çà âñåêè âåêòîð ai è �0�

çà âñåêè âåêòîð bi. Òîãàâà aibi = 0, ïîíåæå îò íèêîÿ êîìèñèÿ ñúñòåçàòåë íå ìîæå äà ïîëó÷è è

2 è 4. Íî ïðè i ̸= j èìàìå
aibj + ajbi = 1,

ïîíåæå èìà òî÷íî åäíà êîìèñèÿ, êúäåòî ñúñòåçàòåëè i è j ñà ïîëó÷èëè èëè 2, 4 èëè 4, 2.

Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å m+ 1 < n, òî ∃ íåíóëåâà n-òîðêà λ1, λ2, . . . , λn:

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan = 0.

Äà óìíîæèì îòëÿâî è îòäÿñíî ñ λ1b1 + λ2b2 + · · ·+ λnbn - èìàìå∑
i<j

(λiλjaibj + λjλiajbi) +
∑
i

λ2
i aibi = 0,

çíà÷è ∑
i<j

λiλj = 0.

Èìàìå è ÷å

0 =
∑
i

λi =

(∑
i

λi

)2
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(çàùîòî ïîñëåäíèòå êîìïîíåíòè íà ai ñà �1�-öè). Òîãàâà

0 =

(∑
i

λi

)2

− 2
∑
i<j

λiλj =
∑
i

λ2
i > 0,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî m+ 1 < n. □

Êîìåíòàð. Ïðèìåð, ÷å n − 1 êîìèñèè ñòèãàò å ñëåäíèÿò: i-òàòà êîìèñèÿ (i = 1, 2, . . . , n − 1)
ïîñòàâÿ 3 íà ñúñòåçàòåëè 1, 2, . . . , i− 1; 2 íà ñúñòåçàòåë i; 4 íà ñúñòåçàòåëè i+ 1, . . . , n.
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