
Ñúáèðàíå íà ìíîæåñòâà

Âëàäèìèð Â. Áàðçîâ

Ïîâîäúò çà ñòàòèÿòà å åäíà çàäà÷à îò òåîðèÿ íà ÷èñëàòà. Ïðèâåäåíè ñà íåéíî îáîáùåíèå

è íÿêîëêî ñëåäñòâèÿ. Äåéñòâèåòî ñå ðàçâèâà îêîëî îñòàòúöè ïî ïðîñò ìîäóë, ìíîæåñòâà îò

òàêèâà îñòàòúöè è ñïåöèàëåí âèä ñúáèðàíå íà ìíîæåñòâà.

1 Çàâðúçêà

Íà ïîäãîòîâêàòà íà àìåðèêàíñêèÿ îòáîð çà IMO 2001 å ïðåäëîæåíà ñëåäíàòà çàäà÷à:

Çàäà÷à 1 (ÌÎÐ 1999) Äàäåíè ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà d è n è íå÷åòíî ïðîñòî p. Äà ñå äî-
êàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, . . . , xd, òàêèâà ÷å xd1 + xd2 + . . .+ xdd ≡ n(mod p).

Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè ÷èñòî êîìáèíàòîðíî èëè àëãåáðè÷íî - ñ ìèíèìàëåí ïîëèíîì.
Íî è äâàòà ïîäõîäà ñà íåïðèëîæèìè â åäíà ïî-îáùà ñèòóàöèÿ. Ùå äîêàæåì ïðåäâàðèòåëíî
íÿêîëêî îñíîâíè òâúðäåíèÿ. Âçåìàìå íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî p è çà âñÿêî ÷èñëî x ∈ Zp ñ÷èòàìå
x äà å íåãîâîòî "ñúîòâåòíî" öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî â èíòåðâàëà [0, p − 1]. Ïî-äîëó ùå áå-
ëåæèì åëåìåíòèòå íà Zp ñ öâåòåí øðèôò. Çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A è B îò åëåìåíòè íà Zp

âúâåæäàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

A+B := {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}

D := {0, 1, 2, . . . , p− 1}

t+A := {t+ a|a ∈ A}

cA := {ca|a ∈ A}, c ̸= 0

−A := {−a|a ∈ A} = (p− 1)A

÷A ⇒ ∃a, d : A ≡ {a+ d, a+2d, . . . , a+|A|d}

A ∼ B ⇒ ∃a, b, d(d ̸= 0) : A ≡ {a+ d, a+2d, . . . , a+|A|d}, B ≡ {b+ d, b+2d, . . . , b+|B|d}

Âñè÷êè ìíîæåñòâà òóê è ïî-äîëó ùå ñ÷èòàìå íåïðàçíè. Äà îòáåëåæèì íÿêîëêî ñâîéñòâà:

A ∼ B ⇒ ÷A,÷B,B ∼ A ∼ t+A ∼ −A ∼ A+B ∼ D; cA ∼ cB [1]

(t+A) +B = t+ (A+B); cA+ cB = c(A+B), c ̸= 0 [2]

|A+B| = |t+A+B| = |cA+ cB|, c ̸= 0 [3]

1 < |B| < p− 1, A ∼ B ∼ C ⇒ A ∼ C 1 [4]

Ùå ñå èíòåðåñóâàìå îò ðàçìåðà íà ìíîæåñòâî, êîåòî å ñóìà íà äâå äðóãè ìíîæåñòâà. Èñêàìå
äà îïðåäåëèì êîãà òî ñúâïàäà ñ D - ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè åëåìåíòè â Zp, à êîãàòî íå ñúâïàäà
- êîëêî íàé-ìàëêî åëåìåíòà ñúäúðæà òî. Çà öåëòà ùå äîêàæåì äâå òåîðåìè.

1åäèíñòâåíî ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå íå å î÷åâèäíî, íî íÿìà äà ãî èçïîëçâàìå



Òåîðåìà 1 Çà âñåêè äâå ïîäìíîæåñòâà A è B íà D å èçïúëíåíî

|A+B| ≥ min(|A|+ |B| − 1, p).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà |A| = m, |B| = n. Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: m+ n > p. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å |A+B| < p, ò.å. ∃t ̸∈ A+B. Òîãàâà

(t+ (−B)) ∩A ≡ ⊘, |t+ (−B)|+ |A| = m+ n > p.

Ïîñëåäíîòî å íåâúçìîæíî, ñëåäîâàòåëíî

|A+B| = p = min(m+ n− 1, p).

Ñëó÷àé 2: m + n ≤ p. Ùå íàïðàâèì èíäóêöèÿ ïî min(m,n). Ñ÷èòàìå áåç îãðàíè÷åíèå
m ≤ n < p. Àêî m = 1, òî

|A+B| = |B| = |A|+ |B| − 1 (1)

è âñè÷êî å íàðåä.
Íåêà ñåãà p > n ≥ m > 1 è äà âçåìåì åëåìåíò u îò ìíîæåñòâîòî D\B è äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà
a1, a2 îò A. Ïîíåæå ðåäèöàòà

u+i(a2 − a1), i = 1, 2, . . . , p− 1

îáõîæäà âñè÷êè åëåìåíòè íà D\{u}, òî èìà íàé-ìàëêî i, çà êîåòî åëåìåíòúò b = c+i(a2 − a1) å
îò B. Ïðåäâèä ñâîéñòâà [2] è [3] ìîæåì äà çàìåíèì ìíîæåñòâîòî A ñ ìíîæåñòâîòî (b− a2)+A,
êîåòî ñúäúðæà åëåìåíòèòå b+ (a1 − a2) ̸∈ B è b ∈ B. Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà çà íîâàòà äâîéêà
ìíîæåñòâà. Íåêà

F := A ∩B,G := A ∪B, (2)

êàòî ïðèòîâà 0 < |F | < m ≤ n < |G|. Îò (2) ñëåäâà

|F |+ |G| = |A|+ |B| = m+ n. (3)

Â ñúùîòî âðåìå àêî f ∈ F, g ∈ G, òî â çàâèñèìîñò äàëè g ∈ A èëè g ∈ B èìàìå {g, f} ∈ A×B
èëè {f, g} ∈ A×B, ò.å. f + g ∈ A+B. Òàêà

F +G ⊆ A+B. (4)

è çíà÷è
|A+B| ≥ |F +G|. (5)

Ïîðàäè (3) îñòàâà äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà F è G. Íî |F | < |A| è ìîæåì äà ñå ïîçîâåì íà
èíäóêöèÿòà. Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà. 2

Ñëåäñòâèå

|A1 +A2 + . . .+Ak| ≥ min(|A1|+ |A2|+ . . .+ |Ak| − (k − 1), p).

Òåîðåìà 2 Àêî 1 < |A|, |B| è |A|+ |B| < p, òî

|A+B| = |A|+ |B| − 1 ⇐⇒ A ∼ B.

Äîêàçàòåëñòâî. Ëÿâàòà ïîñîêà íà òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíà - àêî

A ≡ {a+ d, a+2d, . . . , a+|A|d}, B ≡ {b+ d, b+2d, . . . , b+|B|d},
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òî
A+B ≡ {a+ b+2d, a+ b+3d, . . . , a+ b+(|A|+ |B|)d}

è çíà÷è |A+B| = |A|+ |B| − 1.
Îñòàâà äà äîêàæåì äÿñíàòà ïîñîêà. Ñ÷èòàìå 1 < |A| =: m ≤ |B| =: n. Îòíîâî îò ñâîéñòâà
[2] è [3] ñëåäâà, ÷å å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì òåîðåìàòà çà êîÿ äà å òðàíñëàöèÿ íà A èëè B
èëè çà ìíîæåñòâàòà cA è cB. Âçåìàìå äâà åëåìåíòà a1, a2 ∈ A è çàìåíÿìå A è B ñúîòâåòíî ñ
c(−a1 +A) è cB, êúäåòî c = (a2 − a1)

−1. Âå÷å ìîæåì äà ñ÷èòàìå

0, 1 ∈ A. (6)

Ùå íàïðàâèì èíäóêöèÿ ïî m. Ïðè m = 2 îò (6) ñëåäâà A ≡ {0, 1}. ßâíî ñúùåñòâóâà íàé-ìíîãî
åäèí åëåìåíò b ∈ B, çà êîéòî b+ 1 ̸∈ B, èíà÷å áèõìå èìàëè

|A+B| ≥ |B|+ 2 > |A|+ |B| − 1.

Òàêà B ñå ñúñòîè îò ïîðåäíè åëåìåíòè, îòêúäåòî A ∼ B. 2

Íåêà ñåãà 2 < m ≤ n.

Ñëó÷àé 1: Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å çà íÿêîå t ∈ D å èçïúëíåíî

|(t+A) ∩B| ∈ [2,m− 1]. (7)

Çàìåíÿìå A ñ t+A è ïîëàãàìå êàêòî â (2)

F := A ∩B,G := A ∪B,

êàòî îò (3), (5) è Ò1 èìàìå

|F |+ |G| − 1 ≤ |F +G| ≤ |A+B| = |A|+ |B| − 1 = |F |+ |G| − 1. (8)

Òîãàâà F è G èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà íà Ò2 è ïðåäâèä 1 < |F | < |A| (ñëåäâà îò (7)) ìîæåì äà
ïðèëîæèì ðåçóëòàòà îò èíäóêöèÿòà - F ∼ G. Îò (4) è (8) ñëåäâà

F +G ≡ A+B. (9)

Íåêà k := |F |, r := |G|, 1 < k < r < p è

F ≡ {f + d, f+2d, . . . , f+kd}, G ≡ {g + d, g+2d, . . . , g+rd}.

Îò F ⊂ G ñëåäâà
f + d = g+(q + 1)d (10)

çà íÿêîå q ∈ [0, r − k] (ïðåäâèä g, g+(r + 1)d ̸∈ G).
Àêî åâåíòóàëíî q > 1 ùå ïîêàæåì, ÷å g + d, g+2d, . . . , g+qd ñà åäíîâðåìåííî åëåìåíòè èëè íà A
èëè íà B. Çà öåëòà äà âèäèì, ÷å g+id è g+jd íå ìîãàò äà ïðèíàäëåæàò íà ðàçëè÷íè ìíîæåñòâà
àêî i+ j = q èëè i+ j = q + 1. Äåéñòâèòåëíî - ïðåäâèä (9) áèõìå ïîëó÷èëè

g+id+ g+jd = f+i′d+ g+j′d

çà íÿêîè i′ ∈ [1, k], j′ ∈ [1, r]. Òîãàâà îò (10) è d ̸= 0:

i′ + j′ + q = i+ j. (11)

Â ñúùîòî âðåìå

q ≤ i+ j ≤ q + 1 < i′ + j′ + q ≤ k + r + q = m+ n+ q < p+ q,

2ðåëàöèÿòà X ∼ Y âêëþ÷âà â ñåáå ñè òâúðäåíèÿòà ÷X è ÷Y - ñâîéñòâî [1]
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çíà÷è
i′ + j′ + q − i− j ∈ (0, p),

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà (11). Òàêà åëåìåíòèòå

g+qd, g + d, g+(q − 1)d, g+2d, g+(q − 2)d, g+3d, . . .

ãðóïèðàíè ïîñëåäîâàòåëíî ïî äâîéêè ãàðàíòèðàò, ÷å g + d, g+2d, . . . , g+qd ñà â åäíî îò ìíî-
æåñòâàòà A èëè B. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâà, ÷å åëåìåíòèòå g+(q + k + 1)d, g+(q + k +
2)d, . . . , g+rd ñà ñúùî â åäíî ìíîæåñòâî. Âå÷å å ÿñíî, ÷å è A è B ñå ñúñòîÿò îò ïîðåäíè åëåìåíòè
â ðåäèöàòà g + d, g+2d, . . . , g+rd, çíà÷è A ∼ B.

Ñëó÷àé 2: Ñ÷èòàìå, ÷å çà íèêîå t ∈ D íå å èçïúëíåíî (7), ò.å.

|(t+A) ∩B| ≥ 2 ⇒ (t+A) ⊆ B. (12)

Íåêà k ≥ 1 å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî, çà êîåòî ñúùåñòâóâàò k ïîðåäíè åëåìåíòà â B, è çà íÿêîå
w ∈ D

w,w + 1, . . . , w + k − 1 ∈ B.

Çàìåíÿìå B ñ −w +B, îòêúäåòî çàåäíî ñ ìàêñèìàëíîñòòà íà k:

0, 1, . . . , k − 1 ∈ B,−1, k ̸∈ B. (13)

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
∃q, q ̸= 0 : q ∈ A,−q ∈ B, (14)

è íåêà
A1 = −q +A ⇒ −q,−q + 1, 0 ∈ A1;−q, 0 ∈ B. (15)

Òîãàâà |A1∩B| ≥ 2 è îò (12) ñëåäâà A1 ⊆ B, â ÷àñòíîñò îò (15) èìàìå −q + 1 ∈ B. Ñåãà ïîëàãàìå

A2 = −q + 1 +A ⇒ −q + 1,−q + 2, 1 ∈ A2;−q + 1, 1 ∈ B.

Îòíîâî |A2 ∩B| ≥ 2 ⇒ A2 ⊆ B ⇒ −q + 2 ∈ B. Ïðîäúëæàâàìå ïî ñúùèÿ íà÷èí ñ A3, A4, . . . , Ak.
Äà ïðîñëåäèì ïîñëåäíèÿ õîä:

Ak = −q + k − 1 +A;−q + k − 1,−q + k, k − 1 ∈ Ak;−q + k − 1, k − 1 ∈ B.

Çà ïîðåäåí ïúò |Ak ∩B| ≥ 2 ⇒ Ak ⊆ B ⇒ −q + k ∈ B. Òàêà ïîëó÷èõìå k+ 1 ïîðåäíè åëåìåíòà
â B, à èìåííî −q,−q + 1, . . . ,−q + k, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëíîñòòà íà k.
Ñëåäîâàòåëíî (14) íå å èçïúëíåíî è îò (6) è (13)

A ∩ (−B) ≡ {0}. (16)

Ïîëàãàìå
A∗ = A\{0}, 1 < |A∗| < |A|.

Îò (16) èìàìå
0 ̸∈ A∗ +B ⊆ A+B ∋ 0, (17)

ñëåäîâàòåëíî îò Ò1

(m− 1) + n− 1 ≤ |A∗ +B| < |A+B| = m+ n− 1,

îòêúäåòî
|A∗ +B| = m+ n− 2 = |A∗|+ |B| − 1 = |A+B| − 1. (18)

Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà A∗ ∼ B. Íåêà

A∗ ≡ {a+ d, a+2d, . . . , a+(m− 1)d}, B ≡ {b+ d, b+2d, . . . , b+nd}.
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Òîãàâà

A∗+B ≡ {a+ b+2d, a+ b+3d, . . . , a+ b+(m+n−1)d}, D ≡ {a+ b+2d, a+ b+3d, . . . , a+ b+(p+1)d}.

Îò (13) èìàìå 0 = b+rd ∈ B çà íÿêîå r ∈ [1, n]. Â ñúùîòî âðåìå îò (17) è (18) âèæäàìå, ÷å

(A+B)\(A∗ +B) ≡ {0},

çíà÷è
B\{0} ⊆ (A+B)\{0} ≡ A∗ +B. (19)

Àêî 1 < r < n, òî îò (19): b+(r−1)d, b+(r+1)d ∈ A∗+B. Íî êàêòî âèäÿõìà ïî-ãîðå öèêëè÷íàòà
ðåäèöà {a+ b+id}p+1

i=2 ñå ñúñòîè ïîñëåäîâàòåëíî îò m+n−2 åëåìåíòà îò A∗+B è p−m−n+2
åëåìåíòà îò D\(A∗ + B) - äâà áëîêà ñ äúëæèíà ïîíå ïî 3, ò.å. íå ñúùåñòâóâàò òðè ïîðåäíè
åëåìåíòà â íåÿ, åäèíñòâåíî âòîðèÿò îò êîèòî äà íå ïðèíàäëåæè íà A∗ +B.
Òàêà r = 1 èëè r = n. Àêî r = 1, òî 0 = b+ d ̸∈ A∗ + B, b+2d ∈ A∗ + B è ïàê îò ãîðíîòî
íàáëþäåíèå ñëåäâà, ÷å b+ d ìîæå äà å åäèíñòâåíî a+ b+ d, ò.å. a = 0. Î÷åâèäíî òîãàâà

A ≡ {a, a+ d, a+2d, . . . , a+(m− 1)d} ⇒ A ∼ B

è ãîòîâî. Àêî ëè ïúê r = n ïîëó÷àâàìå àíàëîãè÷íî

A ≡ {a+ d, a+2d, . . . , a+(m− 1)d, a+md} ⇒ A ∼ B.

Òåîðåìàòà å äîêàçàíà. 2

Âúçíèêâà âúïðîñúò êàêâî ñòàâà àêî ïðåìàõíåì èçèñêâàíèÿòà â Ò2 çà |A| è |B|. Êàêòî
ñå èçÿñíè â (1) ïðè |A| = 1, ïðè |B| = 1, èëè ïðè |A| + |B| = p + 1 âèíàãè å èçïúëíåíî
|A+B| = |A|+ |B| − 1. Àêî |A|+ |B| > p+ 1, òî |A+B| ≤ p < |A|+ |B| − 1.
Äà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà ïðè |A|+ |B| = p. Çà äà áúäå èçïúëíåíî |A+B| = |A|+ |B|−1 òðÿáâà
|A+B| = p− 1, çíà÷è D\(A+B) = {t} è

(t+ (−A)) ∩B ≡ ⊘.

Òúé êàòî |(t+ (−A))| = |A| = p− |B|, ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî ñ

A ≡ t− (D\B).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å äâîéêèòå {A,B} êîèòî òúðñèì ñà îò âèäà

{t− (D\B), B}

çà ïðîèçâîëíè t ∈ D,B ⊂ D.

Ðåçþìå íà ðåçóëòàòèòå îò Ò1 è Ò2:
Àêî A è B ñà (ñòðîãè) ïîäìíîæåñòâà íà D, òî

(i) |A| = 1 (|B| = 1) ⇒ |A+B| = |A|+ |B| − 1 < p;

(ii) |A|+ |B| > p ⇒ |A+B| = p < |A|+ |B|;

(iii) |A|+ |B| ≤ p,A ∼ B ⇒ |A+B| = |A|+ |B| − 1;

(iv) A ≡ t− (D\B) ⇒ |A+B| = p− 1 = |A|+ |B| − 1;

(v) ∼ i,∼ ii,∼ iii,∼ iv ⇒ |A+B| ≥ |A|+ |B|.
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2 Òåîðèÿòà â äåéñòâèå

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ðåøèì çàäà÷àòà, êîÿòî ôîðìóëèðàõìå â íà÷àëîòî.

Ðåøåíèå: Íåêà â Zp ïîëîæèì Ad = {0, 1d, 2d, . . . , (p− 1)d}. Ïîíåæå óðàâíåíèåòî xd −
c = 0, c ̸= 0 íÿìà ïîâå÷å îò d êîðåíà â Zp, òî èçìåæäó ÷èñëàòà 1d, 2d, . . . , (p− 1)d ïîíå

p− 1

d

ñà ðàçëè÷íè, çíà÷è |Ad| ≥ 1+
p− 1

d
. Îòòóê ñïîðåä ñëåäñòâèåòî îò Ò1 èìàìå |Ad+Ad+ . . .+Ad|

(d - ïúòè) ≥ min(d|Ad|−(d−1), p) = p. Â ÷àñòíîñò n ∈ (Ad+Ad+. . .+Ad) è çàäà÷àòà å ðåøåíà. 2

Êîìåíòàð: Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ìèíèìàëíèÿò ïîëèíîì íà f(Ad) íàä Q å îò ñòåïåí
m = (p − 1, d). Òîâà ïîçâîëÿâà äà ðåøèì çàäà÷àòà áåç äà èçïîëçâàìå òåîðåìèòå. Çà áåäà â
îáùèÿ ñëó÷àé h(A) < degQf(A), òàêà ÷å îöåíêèòå ñ ïîëèíîìè ñà ñëàáè.

Çà äà îïðàâäàåì ñìèñúëà îò òåîðåìèòå ùå ðåøèì íÿêîëêî çàäà÷è.

Çàäà÷à3 2 A è B ñà äâà ñðåùóïîëîæíè âúðõà â ïðàâèëåí 2p-úãúëíèê, p - ïðîñòî. Îò îñòà-
íàëèòå âúðõîâå ñà ìàðêèðàíè k ≤ p è ñà ïðåêàðàíè âñè÷êè äèàãîíàëè (ïîíå åäèí) ñ ìàðêèðàíè
êðàèùà, êîèòî ïðåñè÷àò AB. Äà ñå äîêàæå, ÷å èçìåæäó òåçè äèàãîíàëè èìà ïîíå k − 1, íèêîè
äâà îò êîèòî íå ñà óñïîðåäíè èëè ïåðïåíäèêóëÿðíè.

Ðåøåíèå: Äà íîìåðèðàìå òî÷êèòå ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà îò A (âêëþ÷èòåëíî) êúì B
ñúîòâåòíî ñ 0, 1, . . . , p − 1 è äà ãè íàðå÷åì "ëåâè" òî÷êè. Ñúùîòî ïðàâèì è ñ "äåñíèòå" òî÷êè
îò B êúì A (â ñúùàòà ïîñîêà). Äà âçåìåì åäèí îò èñêàíèòå äèàãîíàëè ñ ëÿâ è äåñåí êðàé ñúîò-
âåòíî a1 è b1. Òîé å óñïîðåäåí íà äðóã äèàãîíàë ñ êðàèùà a2 è b2 òî÷íî êîãàòî a1+ b1 = a2+ b2;
ïåðïåíäèêóëÿðåí å ïúê àêî a1 + b1 = a2 + b2 ± p. Îñòàâà äà öèòèðàìå Ò1. 2

Çàäà÷à 3 Äàäåíî å ïðîñòî ÷èñëî p > 2 è íåíóëåâè ïîëèíîìè a(x), b(x), c(x) ñ êîåôèöèåíòè
åäèíèöè è ñòåïåíè ïî-ìàëêè îò p. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî a(1) + b(1) + c(1) = p+ 2, òî

p−1∑
i=0

a(ωi)b(ωi)c(ωi) > 0,

êúäåòî ω å ïðèìèòèâåí p-òè êîðåí íà 1.

Ðåøåíèå: Íåêà A å ìíîæåñòâîòî, ñúñòîÿùî ñå îò òåçè a, çà êîèòî êîåôèöèåíòúò ïðåä xa

â a(x) å íåíóëåâ. Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà B è C. Îò a(1) + b(1) + c(1) = p + 2
èìàìå |A|+ |B|+ |C| = p+2, çíà÷è îò ñëåäñòâèåòî íà Ò1 A+B+C ≡ D. Ïîñëåäíîòî ïîêàçâà,
÷å 0 ∈ A + B + C, è â ðàçâèòèåòî íà a(x)b(x)c(x) ïîíå åäèí îò ìîíîìèòå x0, xp, x2p ó÷àñòâà ñ
ïîëîæèòåëåí êîåôèöèåíò. Â ñúùîòî âðåìå ñóìàòà â óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà å èìåííî p× ñóìàòà
îò êîåôèöèåíòèòå ïðåä x0, xp è x2p. 2

Çàäà÷à 4 (Êîíòðîëíî çà ìàëêà Áàëêàíèàäà) Äàäåíè ñà ñåäåì ÷èñëà, êîèòî íå ñå äåëÿò
íà ñåäåì. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñ ïðîèçâîëíèòå èì ñóìè ìîæåì äà ïîëó÷èì âñåêè îñòàòúê ïî ìîäóë
ñåäåì.

Óïúòâàíå: Àêî ÷èñëàòà ñà ai ðàçãëåäàéòå ìíîæåñòâàòà Ai ≡ {0, ai}.
3òàçè è ñëåäâàùàòà çàäà÷è ñà åêâèâàëåíòíè íà Ò1
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3 Íÿêîè ñïåöèàëíè ìíîæåñòâà

3.1 Ãåîìåòðè÷íè ïðîãðåñèè

Äà èçñëåäâàìå ïî-îáñòîéíî ìíîæåñòâàòà Ad îò ïúðâàòà çàäà÷à. Íåêà ξ å ïðèìèòèâåí êîðåí â
Zp. Çà âñÿêî A ∈ D äåôèíèðàìå nA = A+A+ . . .+A (n-ïúòè) 4 è

h(d) = min n : nAd ≡ D.

Àêî δ = (p− 1, d) òî ∃a, b ∈ Z : (p− 1)a+ db = δ. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ D\{0} è ïîäõîäÿùî u

xδ=(ξu)δ=ξ(p−1)au+dbu=(ξbu)d= yd.

Ñúùî òàêà 0δ= 0d. Îáðàòíî - xd=(xd/δ)δ= yδ, çíà÷è Aδ ≡ Ad. Ïîëàãàìå m :=
p− 1

δ
. Äà îòáåëå-

æèì, ÷å ìíîæåñòâîòî Aδ ïî ñúùåñòâî å

{0, ξδ, ξ2δ, . . . , ξmδ}. (20)

Çà δ èìà íÿêîëêî âúçìîæíîñòè:

δ = p− 1 ⇒ Aδ ≡ {0, 1} ⇒ h(p− 1) = p− 1,

δ =
p− 1

2
⇒ Aδ ≡ {−1, 0, 1} ⇒ h(

p− 1

2
) =

p− 1

2
,

δ = 2 ⇒ |Aδ| = m+ 1 =
p+ 1

2
⇒ h(2) = 2,

δ = 1 ⇒ Aδ ≡ D ⇒ h(1) = 1.

Ñåãà ñ÷èòàìå 2 < δ <
p− 1

2
, ò.å.

3 ≤ δ ≤ p− 1

3
⇐⇒ 3 ≤ m ≤ p− 1

3
. (21)

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ÷Aδ, ò.å. (ïðåäâèä (20))

∃a, t ∈ D : {a, a+ t, . . . , a+mt} ≡ {0, ξδ, ξ2δ, . . . , ξmδ}. (22)

Îò (21) èìàìå ξδ ̸= ±1 è çíà÷è îò (22):

0 =
m∑
i=0

ξiδ=
m∑
i=0

(a+it)=(m+ 1)a+
m(m+ 1)

2
t, (23)

0 =

m∑
i=0

(ξiδ)2=

m∑
i=0

(a+it)2=(m+ 1)a2+
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
t2+atm(m+ 1). (24)

Òúé êàòî m+ 1, t ̸= 0 îò (23) ñëåäâà

at−1= −m2−1. (25)

Â (24) óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè ñ t−2(m+ 1)−1 è çàìåñòâàìå at−1 îò (25):

−m24−1+m(2m+ 1)6−1= 0.

Ïîñëåäíîòî ñå ñâåæäà äî m = −2 ⇒ m = p − 2, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà (21). Ñëåäîâàòåëíî è
åêâèâàëåíòíîñòòà (22) íå å âúçìîæíà.
Ùå äîêàæåì

h(δ) ≤
⌊
δ

2

⌋
+ 1. (26)

4çàáåëåæåòå ðàçëèêàòà ì/ó cA è kA
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Äà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîòî è íåêà |kAδ| < p, k = 1, 2, . . . , h(δ) − 1. Ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ
ïî k, ÷å |kAδ| ≥ (2k− 1)m+1. Ïðè k = 1 âñè÷êî å ÿñíî. Íåêà ñåãà h(δ) > k > 1 è ñìå äîêàçàëè,
÷å |(k− 1)Aδ| ≥ (2k− 3)m+1. Ðàçãëåæäàìå áèåêöèÿòà g : (kAδ\{0}) → (kAδ\{0}), äåôèíèðàíà
÷ðåç g(x)= ξδx. Âñÿêà îðáèòà â òàçè áèåêöèÿ å ñ äúëæèíà m è çàòîâà

m / |kAδ| − 1. (27)

Ñúùî m/|(k − 1)Aδ| − 1,m/|Aδ| − 1. Òîãàâà |Aδ| + |(k − 1)Aδ| ≡ 2(mod m), à p ≡ 1(mod m),
ò.å. |Aδ| + |(k − 1)Aδ| ̸= p. Íî |Aδ| + |(k − 1)Aδ| ≤ |Aδ + (k − 1)Aδ| + 1 ≤ p − 1 + 1 = p è çíà÷è
|Aδ|+|(k−1)Aδ| < p. Ñëåäîâàòåëíî, ñúùî ïðåäâèä ÷å Aδ íå å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, ìîæåì äà
ïðèëîæèì Ò2 - ðåçóëòàò (v) - êúì ìíîæåñòâàòà Aδ è (k−1)Aδ. Òàêà |kAδ| ≥ |Aδ|+ |(k−1)Aδ| ≥
m + 1 + (2k − 3)m + 1 = (2k − 2)m + 2. Âå÷å îò (27) çàêëþ÷àâàìå |kAδ| ≥ (2k − 1)m + 1 è
èíäóêöèÿòà å çàâúðøåíà.

Îñòàâà äà ïðèëîæèì ðåçóëòàòà é çà k = h(δ)− 1 ≥
⌊
δ

2

⌋
+ 1:

p > |kAδ| ≥ (2k − 1)m+ 1 ≥ δm+ 1 = p,

êîåòî å íåâúçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èåòî äîéäå îò äîïóñêàíåòî, ÷å h(δ) >

⌊
δ

2

⌋
+1. Ñ òîâà òâúðäå-

íèåòî (26) å äîêàçàíî.
Ïðè δ = 1, 2 ïðîâåðÿâàìå, ÷å (26) îòíîâî å â ñèëà. Íàêðàÿ ìîæåì äà îáîáùèì:

Òåîðåìà 3 Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî d å èçïúëíåíî

h(d) ≤
⌊
(p− 1, d)

2

⌋
+ 1,

ñ èçêëþ÷åíèå íà ñëó÷àèòå (p− 1, d) =
p− 1

2
, p− 1, êîãàòî h(d) = (p− 1, d).

Ñëåäíàòà çàäà÷à èëþñòðèðà ãîðíèÿ ðåçóëòàò.

Çàäà÷à 5 Íåêà n å íàé-ìàëêòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî 2n− 1 ñå äåëè íà ïðîñòîòî p > 3.
Òîãàâà çà âñÿêî öÿëî d ñúùåñòâóâà öÿëî D ∈ [1, 2n], òàêà ÷å p äåëè d+D è D èìà â äâîè÷íèÿ

ñè çàïèñ íàé-ìíîãî

⌊
p− 1

2n

⌋
+ 1 åäèíèöè.

Êîìåíòàð: Àêî çàìåíèì â óñëîâèåòî îöåíêàòà

⌊
p− 1

2n

⌋
+ 1 ñ

p− 1

n
çàäà÷àòà ñå îáëåê÷àâà

çíà÷èòåëíî è ðåøåíèåòî ïîëçâà åäèíñòâåíî Ò1.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ìíîæåñòâàòà Ad\{0} ñà âñè÷êè ïîäãðóïè íà Z∗
p - ìóëòèïëèêàòèâíàòà

ãðóïà íà Zp.

3.2 Àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè

Àðèòìåòè÷íèòå ïðîãðåñèè - ìíîæåñòâàòà ÷A - ñå îïèñâàò ëåñíî ñ êîìïëåêñíè ÷èñëà. Íåêà ω å
ïðèìèòèâåí n-òè êîðåí íà 1. Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà f : {A|A ⊂ D} → R ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f(A) =
∑
a∈A

ωa.

Òîâà, ÷å ïîëèíîìúò Φp(x) = 1 + x + x2 + . . . + xp−1 å íåðàçëîæèì íàä Q, ïîçâîëÿâà äà èäåí-
òèôèöèðàìå ìíîæåñòâàòà ñ òåõíèòå f -ñòîéíîñòè, à èìåííî: A ≡ B ⇐⇒ f(A) = f(B). ßâíî
òîãàâà îò ÷A ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà a ∈ [0, p− 1] è d ∈ [1, p− 1], òàêèâà ÷å

f(A) = ωa + ωa+d + ωa+2d . . .+ ωa+(m−1)d =
ωa+md − ωa

ωd − 1
,
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êúäåòî m = |A|. Ïðè m = 1, p− 1 âñè÷êî å ÿñíî. Ñ÷èòàìå 1 < m < p− 1 - ùå ïîêàæåì, ÷å èìà
òî÷íî äâå äâîéêè {a, d} çàäàâàùè A. Íåêà

ωa+md − ωa

ωd − 1
= f(A) =

ωa′+md′ − ωa′

ωd′ − 1
.

Ïðåõâúðëÿìå âñè÷êî îò åäíàòà ñòðàíà, ïîìíåéêè, ÷å âñåêè åäíî÷ëåí íà ω ñúñ çíàê "+" òðÿáâà
äà ñå ñúêðàòè ñúñ ñúùèÿ ñúñ çíàê "-":

ωa+md+d′ + ωa − ωa+md − ωa+d′ − ωa′+md′+d − ωa′ + ωa′+md′ + ωa′+d = 0.

Ïîíåæå ωa ̸= ωa+md, ωa+d′ è ωa+md+d′ ̸= ωa+md, ωa+d′ òî èëè

{ωa+md+d′ , ωa} = {ωa′+md′+d, ωa′},

èëè
{ωa+md+d′ , ωa} = {ωa′ , ωa′+md′+d},

êàòî ãîðíèòå äâîéêè ñà íàðåäåíè. Ïúðâàòà âúçìîæíîñò âîäè äî ω(m−1)(d−d′) = 1, ò.å. d = d′, a =
a′; âòîðàòà âîäè äî ω(m+1)(d+d′) = 1, à çíà÷è è d′ = p−d, a′ ≡ a+(m−1)d (mod p). Òîâà ïîêàçâà,
÷å âñÿêî ìíîæåñòâî ÷A : 1 < |A| < p− 1 ñå çàäàâà åäèíñòâåíî ÷ðåç äâîéêèòå {a, d}, {a′, p− d}.
Íå å òðóäíî îòòóê äà ñå ñúîáðàçè ñâîéñòâî [4], êîåòî îáåùàõ äà íå èçïîëçâàìå.
Åäèí èíòåðåñåí ôàêò - áðîÿò íà âñè÷êè ìíîæåñòâà ÷A,A ⊂ D å

p+
p(p− 1)(p− 3)

2
+ p =

p(p2 − 4p+ 7)

2
.

Àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè ìîæåì äà äåôèíèðàìå çà âñÿêàêâî åñòåñòâåíî ÷èñëî p, íå çàäúëæè-
òåëíî ïðîñòî. Íî ïðè ñúñòàâíî p è äâåòå òåîðåìè ãóáÿò âÿðíîñò: àêî p = mn, êúäåòî m,n > 1,
è

÷A = {0, n,2n, . . . ,(m− 1)n},

òî A + A = A è m = |A| = |A + A| < |A| + |A| − 1, íî A + A ̸≡ D. Çà ñìåòêà íà òîâà îáà÷å
(ñúîáðàçåòå) è äâåòå òåîðåìè îñòàâàò â ñèëà íàä Z, ñòèãà äà ïðåìàõíåì îãðàíè÷åíèÿòà, êàñà-
åùè ïî íÿêàêúâ íà÷èí p. Ïîñëåäíîòî ùå ãî ôîðìóëèðàìå êàòî òåîðåìà, ÷èåòî äîêàçàòåëñòâî
ïðåäîñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ.

Òåîðåìà 4 Çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A è B îò öåëè ÷èñëà å èçïúëíåíî

|A+B| ≥ |A|+ |B| − 1,

êàòî ðàâåíñòâî ïðè |A|, |B| > 1 ñå äîñòèãà òî÷íî êîãàòî A è B ñà àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè ñ

åäíàêâà ðàçëèêà.

Ùå ïðèêëþ÷èì òåìàòà ñ åäíà çàäà÷à çà àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè â Zp.

Çàäà÷à 6 Íåêà p > 5 å ïðîñòî ÷èñëî, à d è n ñà öåëè ÷èñëà, òàêèâà ÷å 2 ≤ d ≤ p − 2 è
3 ≤ n ≤ p − 3. Èçâåñòíî å, ÷å çà íÿêîå öÿëî a çà âñÿêî åäíî îò ÷èñëàòà a + jd, j = 1, 2, . . . , n,
ñúùåñòâóâà öÿëî ÷èñëî bj , 0 ≤ bj ≤ n, òàêà ÷å bj ≡ a+ jd(mod p). Äà ñå äîêàæå, ÷å n = p− 3.

Óïúòâàíå: Ðàçãëåäàéòå a+ jd ãåîìåòðè÷íî êàòî òî÷êè îò îêðúæíîñò.

♢♢♢
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